
次に具体的な解を調べてみよう.

1.〟-1のとき

B20式より,

4

me
E1-----13･606 eV
8602h2

となり, Bohrmodelによる結果や実験事実とも一致する.一方,原子軌道は, nだけでなく, l, mにも

依存する. B22式より,

7-0,m-0

となる. n-1, l-0で指定される原子軌道を1S軌道という.

4'1.0,0(r,0,4') - Rl,0(rPo,o(0璃(¢)

より具体的には,

V'1,0.0(r,0,¢) -

と表される(print表,参考3).この軌道は偏角0,少を含まないので,原点からの距離rで値が決ま

る.つまり,陽子から離れるに従って,指数関数的に減少する. r～r+drで囲まれる球殻内で電子を

見出す確率を動径分布関数D(r)drといい,原子軌道の2乗を偏角0,少で積分して,

D(r)dr - I.a lohl 0.,0,0(r･0･Q) E2 r2sinOdrdOd4

- 43tr2勅｡,0(r,0,4･) E2 dr

= 4,U･2exp(-空)d,

Elo

となる. D(r)をrで微分すれば分かるように,電子を見出す確率が最も大きな半径は, ao(Bohr半径,

0.0529nm)となる.以上のように, ls軌道に入った電子は原子核の周りに広がって分布しているが,

その広がり具合によって原子のサイズが決まる.

y

図5.水素原子のls軌道(上)とその2乗(下).
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2.〟-2のとき

B22式より, l-1, 0. I-1のとき, m--1, 0, 1. l-0のとき, m-0.従って, (n,I,m)として, (2, 1,-1), (2, 1,

0), (2, 1, 1), (2, 0, 0)の4つ組合せがある. n-2, l-1で指定される状態を2p軌道, n-2, I-0で指定

される状態を2S軌道という.以下では, 2pz軌道の特徴を見てみよう.

･2,1,0(r,0,4) -去

この軌道は,偏角0を含むので,方向性がある(図6参照).また, xy平面(0-3T/2)では, cos0-0とな

るから,節が現れる.

図6.水素原子の2pz軌道(左)とその2乗(右).

蛇足ではあるが,数学大好きの人のために, Schr6dinger方程式という微分方程式に1S軌道とい

う関数を代入すれば, 1S準位のエネルギーが得られることを確かめておこう.これには,

HVl-EVJ

の両辺に左側から4,を掛けて全空間で積分すると,

I二TT- V･/lv･J-rL/=/-- - J~丁■ J㍉l･/i.V･((､`八`/I- - I:(.'rT守,/T,/HI=

より,

E=
JITT一州(/､･`/l･`た

JI TTJl･'t/r･Ih/:
を計算すればよい.全空間で積分するのは, ls軌道が規格化されていれば,上の第3式がE iこな

るから.極座標で表すと,

I.m I.m I.h岬叶r2sinOdrdOdQ

I.7on lohv2 ･ r2sinOdrdOdQ

となる.ちなみに, ls軌道,

VJ-
1

諒exp(-エ)αo
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を代入して積分を行うと,分母は,

去l.w I.m I.2mexp(一生, I r2sinadrdOdQ -志4nI.a r2 exp(一生vr -三通- 1αo　　　　　　　　　　　　　　αo Jtα0　4

となって,確かにls軌道が規格化されていることが分かる.なお,途中で脚注の積分公式を用いた･

分子の積分は長くなるので, 2つに分けて記すと,以下のようになる.
2

IoT.m I.h中(一志沖･ r2Sinodrdu4 - -有志I訂.A I.hexp(一生, ･ rsinOdrdOdQ

e

αo

e             e     2  e2   me4一志志4nl.mrexp(一里pr -一志志4聖-石諒-一両
α0　　　　　　3

ここでも,積分公式(脚注)と,

Eoh2
(to=一⊥･･T

Jtme2

を用いた(print参照).残りの部分は,

震(r2台･忘孟(sinO蓋,.志豊,exp(-工,-震(r2 £)}exp(-エ)ao             ao

- -⊥⊥且,2exp(ユ)ニー-exp(一二)･七exp(-エ)
2

ao r23r ao aor ao ao ao

より,

志Io7.n lohexp(一志,ト£{-iexp(ユ) ･ ‡exp(-工,,･ ･ r2sinOdrdOdQ
ao ao a0

2

- -意志4mI.n{一芸exp(一生)十㌔exp(一生,,dr
ao ao a0

h2  me4--⊥且4m(一語唐,-南画
3Tao3 8Jt2m

結局,

4　　me4　　me4

E-蒜一一両--南京

となる.

以上のように,波動関数を直接schr6dinger方程式に入れて計算しても,正確なエネルギーが求

められる.逆に言えば,一般原子(例えば, He原子では,核と電子2個で3体問題となる)のように,

解析的に解けない場合でも,何らかの方法で近似的な波動関数が求められれば,エネルギーを計

算することができる(変分法と呼ばれ, 2学期の構造化学または3学期の物性化学で学ぶ) ･

注.積分公式

I.V exp(-axpr -意
a
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･正方形の箱に閉じ込められた粒子のエネルギーと波動関数.

Enl.n2 -A(n12 ･n22,

帰,(X,y)-呈sin竺sin聖竺
a a a

波動関数(a)n1-1, n2-1の断面, (b)n1-2, n2-1の断面, (C)n1-2, n2-2･

アトキンス｢物理化学｣より転載.

･立方体の箱に閉じ込められた粒子のエネルギーと波動関数.

Enl,n2.〟,一意(n12 ･n22 ･n32,

V'n. ,n2,〟, (X･y･Z)-
sin竺sin塑型sin聖竺
LZ　　　　　(I a
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参考1 Schr6dingerの波動方程式とは何か?

･原子や分子,電子など微視的な粒子の運動や状態を記述する基礎方程式.

･古典的な波動方程式(2.15)との関係

電子の全エネルギーE Gi,運動エネルギーTと位置エネルギーVの和であり, (2.13)式を考慮

すると,

2

･-E-V-£-去(言,2

これを(2.15)式に代入すると,

塾ニー(晋,20=-票(E-V,y
dx2

整理すると,

･-£豊+V,0-Ev (2119)

これが1次元のSchr6dingerの波動方程式. 3次元では,微分を3次元のものに置き換えて,

･一意(蛋+岩音).V,-中(2･20)

となる.水素原子内の電子の問題では,

4JtEor

であるため, (2.17)式が得られる.このように, Schr6dingerの波動方程式とは,古典的な波動方

程式に物質波の考えを導入したものとみなすことができる.

Schr6dingerの波動方程式を解くと,全エネルギーEと波動関数4,が同時に得られる.

参考2波動関数とは何か?
･ Bornによると,波動関数を2来したものは,空間のある点において電子を見出す確率に比例す

る.すなわち,波動性を取り込んだschr6dinger方程式では,もはや電子の正確な位置や速度を

同時に与えることができず,空間のある位置に電子を見出す確率を与えるにすぎないというので

ある.つまり,波動関数とは電子の存在確率を与える波の振幅に相当する.

このような確率解釈からすると,波動関数は,次の条件を満たす必要がある.

(1)電子は空間のどこかに存在するから, Fv,(X,y,Z)l2を全空間にわたって積分すると, 1でなけ

ればならない.

I_':I_二%仰(X,y,Z)l2dxdydz - 1　　(2･21)

これを波動関数の規格化条件という.

(2)悼(X,y,Z)I2が確率を表すことから,波動関数は全空間にわたって有限,連続,一価でなけ

ればならない.
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2.5水素原子

水素原子内に束縛された電子に関する情報は, Schr6dinger方程式(2.17)を解くことによって得ら

れる･ (2117)式は,直交座標(X,y,Z)の代わりに極座標(r, 0, ¢)

X-rsinOcos4,, y-rsinOsin¢, Z-rcosO　　(2.22)

を用いることによって正確に解くことができる.ここでは,

数学的な解法については省略し,波動関数とエネルギー

について,その特徴をまとめておこう.

波動関数

極座標で表した波動関数酔, 0, 4')は, rのみを含む関数

R(r), 0のみを含む関数o(q), ¢のみを含む関数句¢)の積の形,

VJn./.m(r, 0, ¢)= RnJ(r) Ol.m(q)やm(¢)　　(2.23)

図2.10.極座標

で表わされる(具体的な関数は参考3参照).ここで, n, l, mは,

それぞれ主量子数,方位量子数,磁気量子数と呼ばれ,以下の値をとる

〟-I,2,3,---, ∞

∫-0, 1,2,-,〟-1

∽ニー7,一打1,-,0,-,卜1,～

(2.24)

uJn./,",(r, 0, ¢)は,原子軌道(atomic orbital)と呼ばれる

エネルギー

エネルギーE lま,

En--
me4 i

8802h2 n2

(2.25)

となり, Bohr理論で得られた式と一致する.エネルギーは主量子数nによって決まり,方位量子数l

や磁気量子数mには依存しない.

[問4] 〟-I,2,3のとき, (〃｣,∽)の組み合わせを求めよ.

･原子軌道の分類

原子軌道は,量子数(n, l)の組み合わせによって分類する. I-0, 1, 2, 3,4, --に対応する原子軌

道をそれぞれS軌道,p軌道, d軌道,f軌道,一一1と言い∴これにnの数を付けて軌道を分類する.例

えば, n-1,l-0で指定される原子軌道は1S軌道, n-2,l-1の場合は2p軌道, n-3, l-2の場合は3d

軌道と呼ばれる.また, n-0, 1,2,3,4,--をそれぞれK殻, L殻, M殻, N殻, ---という.

･原子軌道の特徴

まず動径部分R,,./(r)に注目すると,これは原子核からの距離rの関数であるから,原子軌道の空

間的な大きさを表す(図2.ll).半径がrとr十drの間の球殻に電子を見出す確率を動径分布関数と

言い,

D,,./(r) - r2私　　　　(2･26)

で定義される.いくつかのDn.ir)を図2.11に示す.方位量子数が同じ軌道では,主量子数の増加と

ともに電子分布が原子核から離れていく.また,主量子数が同じ軌道では方位量子数の増加ととも
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に電子分布が収縮していく. n-1の場合, Dn.I(r)はr-0.0529 nmで極大値をとり,この値はBohr半径

aoに一致する.

[問5]動径分布関数Dt,o(r)はr-aoで極大値をもつことを示せ.ただし,動径関数は

且｡(r)=2

1

rexp(一二)
ao ao

10　　　　　　20

10　　　　　20

図2.ll.水素原子の動径

波動関数(左)と動径分布関

D,TI(1･) = 712R"!2(,･)

10　　　20　‥し-U　数(右).

波動関数の角度部分@/,m(0) 4)m(¢)のいくつかを図2.12に示す. S軌道は0, ¢に依存しないので,

球対称である.それ以外の軌道では, ♂, ¢を変数とする三角関数からなっているので方向性が現れ

る. 2p=軌道を例にとると,その角度依存はcos Oである･ ¢を含まないことから, Z軸の周りで軸対称で

あること, Oo≦0く900で符号が正, 900<0≦1800で符号が負であるため, 1つの節面(xy面)をもつこと
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がわかる.すなわち, 2p=軌道のいう関数はxy面に関して奇関数であり,この性質が,原子が化学結

合を形成する際に極めて重要な役割を果たす.

･原子軌道の表示法

原子軌道を表示するには幾通りかの方法がある. 2px軌道を例にとって図2.13に示す. (a)は原子

軌道の立体図とよばれ,原子軌道が一定の値をとる点を立体的に表したものセある. (b)はその簡略

図である. (C)は原子軌道のxy面における断面図で,原子軌道が一一定の値をとる点を描いたもので,

等高線図と呼ばれる.

p二r py pl

Z

d.ry d yz dxz

dz2
(C)

図2.12.水素原子の角度部分の波動関数.　　　　図2.13. 2p_r軌道の表示法.

問題解答

h

[問3] imu2-eviり,入学意=扇･代入して,A-0･1nm1
2

ちなみに光学顕微鏡に比べて,電子顕微鏡の分解能が高いのは,電子を高電圧で加速することによって,そ

の波長を可視光の波長よりもはるかに短くすることができることによる.

[問4] n-1のとき, lのとりうる値はl-0のみである.また, l-0のとき, mのとりうる値はm-0のみである.した

がって(n,I,m)の組み合わせは, (1,0,0)の1通りである.

同様に, n-2では, (2, 1,-1), (2,1,0), (2,I, 1), (2,0,0)の合計4通り, n-3のでは, (3,2,-2), (3.2.-I),

(3,2,0), (3,2, 1), (3,2,2), (3,1,-1),(3,1,0), (3,I,り, (3丑0)の合計9通りの組み合わせがある･

このように主量子数nに対して, (n, I,m)の組み合わせはn2通りできる.

･間5] Dl10(r,-r2{q･o(r)}2 -等exp(-A,より,空也-言(2r一室,exp(-互)･
ao q)　　dr q)　　cb

したがって, r=α｡で極値をもつ.
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