
 

問 38(位相空間の問題) 

【解説】 

ホモトピー理論とかをやる上で非常に重要になる部分。このへんの議論がきちんとできて

いないと変な勘違いを起こすことが多くなる。この問題のミソは局所コンパクト性とコン

パクト開位相の性質。ちなみに、コンパクト開位相は広義一様収束を一般化した概念であ

る。以下の問題の Z を実数とすれば、コンパクト開位相と広義一様収束位相が一致するこ

とが分かる。 

ちなみに、この解答は内田伏一「集合と位相」の内容を理解している人を対象に書いた…

つもり。 

 

【証明】 

(1) 任意のZ の開集合Oについて、 )(1 Of x


がY の開集合であることを示せばよい。 

)(1 Of x


がY の開集合であることを示すためには、以下の命題(*)が成り立つことを示せばよ

い。 

(*) 任意の )(1 Ofy x

 に対して、 )(1 OfV xy

 となる y の開近傍 yV が存在する。 

ここから(*)が成り立つことを証明する。 

任意に )(1 Ofy x

 を取り固定する。このとき、 Oyfyxf x  )(),( より、 )(),( 1 Ofyx 

が成り立つ。また、 f は連続写像だから、 )(1 Of 
は積空間 YX  の開集合である。このこ

とから、 )(),( 1 OfVVyx yx

 となる X の開集合 xV とY の開集合 yV が存在する。ここ

で、この yV が )(1 Of x


に含まれることを証明すればよい。任意の yVy' について、 )',( yx  

yx VV  が成り立つので、 )()',( 1 Ofyx  、すなわち Oyfyxf x  )'()',( が成り立つ。

これは、 )(' 1 Ofy x

 となることを示したことになる。これより、 )(1 OfV xy

 が証明され

たことになる。 

 

(2) ),( ZYC のコンパクト開位相は、 setopen :set,compact :|),( YVYKVKW  (た 

だし、  VKfZYCfVKW  )(|),(),( )から生成されるので、任意の ),( VKW につい

て、 )),((1 VKWF 
が X の開集合であることを示せばよい。 



(1)と同様に、 )),((1 VKWF 
が X の開集合であることを示すために、以下の命題(*)が成り

立つことを示せばよい。 

(*) 任意の )),((1 VKWFx  に対して、 )),((1 VKWFU  となる x の開近傍U が存在す

る。 

ここから(*)が成り立つことを証明する。 

任意の Ky に対して、 VyfyxF x  )())(( が成り立つので、 )(),( 1 Vfyx  が成り立つ。

)(1 Vf 
は積空間 YX  の開集合だから、 )(),( 1 VfVUyx yy

 となる X の開集合 yU

とY の開集合 yV が存在する。 
Ky

yVK


 より、 KyVy | はK の開被覆となる。K はY の

compact setだから、 
n

i

yi
VK

1

 を満たす Kyyy n ,,, 21  が存在する。ここで、 
n

i

yi
UU

1



と置くと、U は X の開集合で、 Ux を満たす。 

このU が )),((1 VKWF 
に含まれることを示す。任意の Ux' を取り固定する。このとき、

),()'( VKWxF  、すなわち VKfx )(' を示せばよい。任意の Ky' に対して、 
n

i

yi
VK

1



より、
0

'
iyVy となる  ni ,,2,10  が存在する。ここで、

0

'
iyUx が成り立つので、 

)()','( 1

00

VfVUyx
ii yy

 が成り立つ。したがって、 Vyxfyfx  )','()'(' が成り立つ。

したがって、 VKfx )(' が成り立つことがわかる。よって、 )),((1 VKWFU  が成り立

つ。 

 

(3) 任意のZ の開集合Oについて、 )(1 Of 
が積空間 YX  の開集合であることを示せばよ 

い。 )(1 Of 
が YX  の開集合であることを示すためには、以下の命題(*)が成り立つことを

示せばよい。 

(*) 任意の )(),( 1 Ofyx  に対して、 )(1 OfV  となる ),( yx の開近傍V が存在する。 

ここから(*)が成り立つことを証明する。 

Oyxfyfx  ),()( より、 )(1 Ofy x

 が成り立つ。仮定から xf が連続写像だから )(1 Of x



はY の開集合となる。Y は局所コンパクト空間だから )(Int 1 OfKy x

 となる compact 

set YK  が存在する( KInt はK の内部) ),()( OKWfxF x  より、もう一つの仮定から、

)),((1 OKWF 
は x の開近傍となる。ここで、 KOKWFV Int)),((1  

と置くと、V は



),( yx の開近傍となる。 

このV が )(1 Of 
に含まれることを示せばよい。任意の Vyx )','( をとって、固定する。

),(' OKWfx  より OKfx )(' が成り立つ。 Ky' となるから )()'()','( '' Kfyfyxf xx   

O が成り立つ。したがって、 )(1 OfV  が成り立つ。 



 

問 43(作用素論の問題) 

【解説】 

 Hilbert-Schmidt 型作用素についての問題…と言っても、実際は導入レベルの問題だった 

りする。もう少し一般化するとトレースクラスの作用素やらなんやら出てきて、挙句の果 

てには「作用素版 Holder の不等式」まで導くことができる。 

ここでの議論のポイントは、完全正規直交系の性質を以下にうまくつかうかである。特に 

Perseval の等式はこの問題で遺憾なく威力を発揮している。 

ちなみに、この解答は日合・柳の「ヒルベルト空間と線形作用素」の 1 章から 2 章を理解

している人を対象に書いた。 

 

【証明】 

(1) 完全正規直交系における Perseval の等式を使うことにより、 
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が示せる。 

(2) C),(, 2  HCTS とすると、 
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が成り立つので、 )(2 HCTS  が成り立つ。したがって )(2 HC は )(HB の線形部分空間

である。 

(3) (第一段) 問題文中で定義した , が well-defined であることを示す。これを示すため 

に、まず完全正規直交系 
1nne について、 

1

,
n

nn SeTe となることを示す。Holder の



不等式により 
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が成り立つので、 
1

,
n

nn SeTe が示される。 

そして、完全正規言直交系の取り方により値が変わらないことを示せばよい。任意の完全

正規直交系 
1nne , 

1
'

nne について、極化等式と(1)を用いると 
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が成り立つ。これにより、完全正規言直交系の取り方により値が変わらないことが示せた。 

したがって、 , は well-defined である。 

(第二段) , が )(2 HC 上の内積となることを示す。 , の定義から、 0, TT および

, の線形性、共役性が成り立つことが分かる。よって、 00,  TTT であること

を示せばよい。実際、 0,
1

2


n

nTeTT より、各n について、 0nTe となる。したが

って、任意の Hx について、 0,
1


n

nn TeexTx が成り立つので 0T が成り立つ。 

(第三段) , から導かれるノルムについて、 )(2 HC が完備であることを示す。任意の

Cauchy 列  )(21
HCT

nn 


を取り固定する。また、任意の正の数 をとり固定する。この

とき、 




2

,

sup mn
Nmn

TT  

を満たす自然数 N が存在する。よって、各 Nmn , について、 




1

2
)(

k

kmn eTT  

が成り立つ。


 を通常の作用素ノルムとすると、 


C が成り立つので 
1nnT は

)(HB の中の Cauchy 列でもある。 )(HB は通常の作用素ノルムについて完備であるから 


 in    TTn  

となる )(HBT  が存在する。このT が )(HC に属することを示す。 
1nnT は  の中でも

有界だから、 )(
1

KMeT
K

k

kn 


となる正の数M が存在する。ここで、 n とすると、 
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が成り立つ。したがって、 MTe
k

k 
1

が成り立ち、 )(2 HCT  が示される。同じ方法で 

 in    TTn  

も示す。 ),,N()(
1

NnmKeTT
K

k

kmn 


 が成り立つので n とすると、 

),N()(
1

NmKeTT
K

k

km 


  

が成り立つ。したがって、 )()(
1

NmeTT
k

km 


 が成り立つ。これにより 

 in    TTn  

が成り立つことが示される。 

したがって、Cauchy 列が収束列になったので )(2 HC が完備であることが示された。 


